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1. Bevezetés

A kvantummechanika alapvetd 0sszefiiggéseinek és azok alkalmazédsdnak kutatdsa napjainkban
reneszanszat éli. Ennek egyik f6 mozgatérugdja a kvantuminformatika megjelenése, amely az
informdci6 atvitelének és feldolgozdsanak alapvetden Gjszerd, hatékony modjat igéri. A kvan-
tummechanikai elveken alapulé szamitdstechnikai eszkozok megvaldsitdsan szamos kisérleti
csoport dolgozik. Ennek mentén tobb olyan kisérleti és elméleti eredmény sziiletett az utébbi
években, amely a fizika més teriiletein is eredményesen alkalmazhat6. Noha ezek jelenleg is
kutatds targyat képezik, bizonyos mdédszerek, technikdk mara kiforrottnak, dltaldnosan elfoga-
dottnak tekinthet6ek.

Az 6sszefonddottsdg a kvantuminformatika egyik kulcsfogalma. Mara vildgossa valt, hogy
ennek a természeti jelenségnek a vizsgélata kikeriilhetetlen. A problematika el6szor Einstein,
Podolsky és Rosen hires, 1935-6s cikkében [1] jelent meg, elsésorban tudomdnyfilozéfiai kon-
textusban, a kvantummechanika teljességével kapcsolatban. Az 1960-as évekig meg is maradt a
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kvantummechanika sokat vitatott, de kisérleti szempontbdl 1ényegtelennek tliné problémajanak.
Az els6 kvantitativ vizsgalat Bell nevéhez fliz6dik [2], amelyet hamarosan kovettek Clauser,
Horne, Shimony és Holt kisérletei [3]. Bell munkdja er6sen kotdédik a Bohm-féle rejtett para-
méter elméletekhez [4, 5], kozéppontjdban tovdbbra is egy elvi kérdés, a kvantummechanika
€és a lokalis rejtett paraméter elméletek viszonya all. Az Osszefonddottsdg problémakorének
sz€lesebb korl vizsgdlatat a 1ézerek €s a nemlinedris optikai eszkdzok fejlodése alapozta meg,
amely lehetdvé tette az 6sszefonddott kvantumallapotok hatékony laboratériumi el6éllitasét [6].
Ekkor keriilt el6térbe az informatikai alkalmazas lehet&sége is. A probléma tehdt mar nem csak
a kvantummechanika elvi alapjait érinti, hanem annak gyakorlati alkalmazésait is.

A kilencvenes évek elejétdl felmeriilt az igény az 6sszefonddottsdg mértékének valamiféle
kvantitativ jellemzése irdnt. Mdra ennek a kérdésnek igen kiterjedt irodalma alakult ki, és to-
véabbra is intenziv kutatds targya. Az elmélet egyes elemei ugyanakkor a kvantuminformatikédval
foglalkoz6 tudomdanyos kozosség korében immar alapismeretnek tekinthetéek. Legijabban az
is kideriilt, hogy a kvantummechanikai dsszefonddottsdggal kapcsolatos ismeretek igen gyii-
molcsdzden alkalmazhatéak példdul a szilardtestfizika numerikus médszereiben [7, 8], a fazis-
atalakulasok megértésében [9]. Ezen elméleti technikdk jelentdsége tehat tilmutat a kvantum-
informécié-elmélet keretein.

Ebben a tanulmanyban az 6sszefonddottsdg szamszeri jellemzésének témakorébol két rész-
problémat, a parosszefonddottsagot sok kvantumbit rendszerében, és az 6sszefonddottsagi tanu-
mennyiségek kérdését ragadtuk ki, a teljesség igénye nélkiil roviden betekintést nytjtva a prob-
Iéma természetébe, €s ismertetve néhany Osszefiiggést. A részleteket és az 6sszefonddottsig
elméletének tovabbi problémdit illetéen az irodalomjegyz€k szolgélhat kiindulépontként.

2. Az osszefonodottsag fogalma és méroszamai

A tovabbiakban tobb részrendszerbdl all6 kvantumrendszereket vizsgdlunk. Gondolhatunk itt
az elektromdgneses tér modusaira, tobb neutron spinjére, fotonok polarizacidjara, stb.. Jelolje
0 a k-adik részrendszer allapotterét! A k-adik részrendszer valamely tiszta kvantumallapotat
a 7, allapottér egy |W); vektora (pontosabban egységsugara) modellezi. Egy spin esetén ez az
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allapot lehet példdul a |¥), = % (| Y+ 1)x), ahol | T)x és | |)x az adott spin z komponen-
sének sajatallapotai. A teljes rendszer édllapota a 7 = ®;.74; tenzorszorzat-térben talalhato.
A |¥) € s allapotot szepardlhatnak nevezziik, ha az el6dll valamely |W); dllapotok tenzor-
szorzataként: |¥) = ®¢|¥)r. A nem szepardlhaté dllapotokat dsszefonddottnak nevezziik. Az
osszefonddott dllapot tehat nem foghat6 fel tgy, mint az egyes részrendszerek egymastol fiig-
getlen éllapotainak osszessége. Példdul két spin esetén a | 1) ®| | ), dllapot szepardlhat6, mig
az ﬁ( | Y1 @] D)2+| 1)1 ®] 1)2) dllapot 6sszefonddott.

A kvantumrendszerek allapotait legdltaldnosabban stiriségoperatorokkal reprezentaljuk. Egy
|W) tiszta dllapot esetén a p sirtiségoperator a |¥)-re vetit6 |¥) (| projektor. A rendszer 4l-
lapotat gyakran nem ismerjiik pontosan, csak az tudjuk, hogy az valamely p; valoszinliséggel
|¥;). Ez a helyzet példaul akkor &ll el, ha a vizsgalt rendszer, amelyen méréseinket végezziik,
egy nagyobb kvantumrendszer része. A valdsdgban a kvantumrendszerek nem teljesen izolaltak
a kornyezetiiktdl, igy a gyakorlatban legtobbszor ilyen, un. kevert dllapotokkal kell foglalkozni.
Ilyen esetben a rendszer stirliségoperatora nem projektor, hanem a tiszta allapotokra vetitd pro-
jektorok konvex kombindcidja, vagyis a kovetkezd hermitikus pozitiv szemidefinit operator:

p= ZPi|‘Pi><‘Pi|, Zpi =1 (1

Ez a kvantumrendszer lehetd legéltalanosabb éllapota. Az (1) felbontds nem egyértelmi: u-

gyanazt a p dllapotot tobbféle (p!, [¥!)) készlet is elGdllithatja. A siirliségoperator ismeretében
tetsz6leges M fizikai mennyiség varhatd értékét kiszdmithatjuk:

(M) =Sp(pM), @)

ahol Sp az operdtor nyomat jeloli. A siiriségoperatorok konvex halmazt alkotnak: akérhany,
tetszSlegesen vdlasztott p; strliségoperator tetszéleges konvex kombindcidja (mds néven keve-
réke):

p'= Z%‘Pi, Zqz‘ =1, 3)

szintén a rendszer lehetséges dllapotit irja le.

Egy kevert allapotot akkor neveziink szepardlhatonak, ha el6dll szeparalhat6 tiszta dllapo-
tok konvex kombindcidjaként, vagyis van olyan (1) alaki elédllitasa, amiben minden |¥;) sze-
pardlhat6. A nem szepardlhat6 dllapotokat dsszefonddottnak mondjuk. Fontos megjegyezni,
hogy nem minden szepardlhat6 allapot dll el6 az egyes részrendszerek kevert dllapotainak ten-
zorszorzataként. Vagyis egy p = ®Qypx szorzat alaku édllapot sziikségképpen szeparalhato, de
nem minden szepardlhat6 allapot ilyen alaku: ilyenek keveréke is lehet. A kevert dllapotok
osszefonddottsaganak lefrasa rendkiviil bonyolult feladat [10, 11]. Ertékesek példdul az tigy-
nevezett szeparabilitdsi kritériumok: ezek a stirliségoperator olyan konnyen kiszdmithaté tulaj-
donsédgai, amelyek jelzik annak szeparabilitasat, példaul a Peres—Horodecki-féle negativitasi
kritérium [12, 13]. Egy madsik fontos kérdés az olyan mérhetd mennyiségek keresése, ame-
lyek varhat6 értéke jelzi az 6sszefonddottsdg jelenlétét. Ezekrdl az un. Osszefonddottsagi ta-
nimennyiségekrdl (entanglement witness) [13, 14, 15], amelyek a Bell-egyenl6tlenségekkel is
szorosan Osszefliggenek [14, 16], részletesebben szdl a 4. szakasz.

Legyen p egy N részrendszerbdl all6 rendszer kvantumallapota. A k-adik részrendszer al-
lapotdt onmagdban egy py slirtiségoperator irja le, vagyis ha egy ezen a rendszeren értelmezett
M, fizikai mennyiséget mériink, annak véarhato értékéhez a (2) képletben ezt az operdtort kell
haszndlni. Ez a slirliségoperator a p teljes sliriségoperator részleges nyoma:

Pk =SPi2. k—1k+1.. N(P)- “)
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Tekintsiink most két spint. Legyen p a teljes rendszer dllapota. Ekkor az els6 spin dllapota
a spin-z komponens bazisan (4) szerint

L= ( Pt PILIL P T PILLL ) 5)
Pt P P LT P

ahol pl. pj111=((1|® (T p(|T)®]1)). Tegyiik fel tovdbbd, hogy p tiszta dllapot, vagyis
p = |¥)(¥|. Amennyiben |¥) szorzatéllapot, pl. |¥) =| 1) ®| T), akkor a két részrendszer
tiszta dllapotban van: p; = p, = | 7)(1 |. Ha viszont |¥) = %( I M| )+ 1)®]|1)), akkor
a részrendszerek éllapotat az egységoperatorral ardnyos sliriségoperator irja le, amely barmely
bazison a két bazisallapot inkoherens keveréke, az ugynevezett teljesen kevert allapot:

pr=pa= (I (T 1+ )LD, ©

Ez az allapot bizonyos értelemben ,,a legmesszebb” van egy tiszta dllapottdl. Ezen allitds meg-
értéséhez hasznos a Neumann-entropia fogalma. Egy p sirliségoperdtor esetén ezt a kovetke-
z0képpen definidljuk:

S(p) = —Sp(plog, p). (7)

Az S(p) azt méri, mennyi klasszikus informdcid, mennyi véletlenszeriiség van a p éllapotban.
Tegyiik fel, hogy a rendszeren valamilyen mérést végziink, melynek a k-adik kimenetele py
valészindséggel kovetkezik be. A mérési eredmények informécidtartalmat bitekben mérve a
— Y « Prlog, pr Shannon-entropia adja. A (7) Neumann-entropia ennek a Shannon-entrépidnak
a minimuma. Ha a p tiszta dllapot, kereshetiink olyan mérhetd mennyiséget, amelynek ez sajat-
allapota. Ekkor a mérés kimenetele biztos, a mérés nem szolgéltat dj informaciét, a Neumann-
entrépia nulla. A (6) teljesen kevert dllapot esetén a Neumann-entrépia a kétéllapoti rendszerek
esetén a maximalis 1 értéket veszi fol: barmely bazison végzett mérés azonos valdszintiséggel
adja mindkét lehetséges eredményét — az informécié mindenképp maximadlis, az dllapot teljesen
kevert.

A két spin esetére visszatérve, amennyiben azok egylittesen egy tiszta dllapotban vannak,
a kovetkezd kép alakul ki. Szorzatdllapot esetén a részrendszerek is tiszta dllapotdak, tehat ta-
lalhat6 rajtuk kiilon-kiilon olyan mérés, melynek kimenetele biztos. Egy 6sszefonddott dllapot
esetén azonban a részrendszerek allapotdba egy bizonytalansagot hoz be a masik részrendszer
elhagydsa. A fenti példaban szereplé masodik, dsszefonddott allapot esetén példdul a rész-
rendszer a (6) teljesen kevert allapotban van, noha a teljes rendszer allapota tiszta. Ezen gon-
dolatmenet alapjan van értelme arrdl beszélni, hogy egy kvantumallapot ,,0sszefonédottabb” a
mdsikndl. Egy kétrészli (két részbdl 4ll6) rendszer tiszta allapota esetén az Osszefonddottsdg
mértéke az 0sszefonddottsagi entrépia:

E(|¥)) =5(p1),  p1=Sp[¥)(¥, ®)

egyik részrendszer dllapotdnak Neumann-entrépidja. Ez annak a véletlenszertis€égnek mértéke,
ami a masik részrendszer elhagyésa folytdn a stirliségoperatorban megjelenik. Minél nagyobb
az értéke, annal kevésbé jellemzi az egyes részrendszerek allapota a teljes rendszer allapotat.
Az el6z6 példaban szerepl6 Osszefonddott dllapot esetén példaul ez a kétéllapoti rendszer ese-
tében maximadlis 1 értéket veszi fol: ez az dllapot maximalisan Osszefonddott. A (8) definicid
nem csak két spinre alkalmazhat6, hanem barmely kétrészli rendszerre, amely tiszta dllapotban
van. Ilyenkor az 0sszefonodottsagi entropia maximalis értéke log, D, ahol D a részrendszerek
allapottereinek dimenziészdmai koziil a kisebbik.
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Az Osszefonddottsagi entrdpidnak tobb lényeges tulajdonsdga van. Tegyiik fel, hogy a két
spin két kiilon laboratériumban van, Alizndl és Béldnal. Aliz és Béla jol felszerelt laboratériu-
mukban barmiféle kisérletet végrehajthatnak a naluk 1év6 spinnel. Konnyen belathatd, hogy —
ha Aliz és Béla egymastol fiiggetleniil sajat laboratoriumaban valamilyen lokélis unitér transz-
forméciot hajt végre a ndla levé spin dllapotéan, pl.precesszdltatja azt egy adott tengely koriil
— az Osszefonddottsag entrdpidja valtozatlan marad. Ilyen értelemben tehat az adott mértékben
osszefonddott dllapotok egymdssal ekvivalensek, egymdsba alakithatéak. De ennél tobb is igaz.
Tegyiik fel, hogy Aliz és Béla telefonon is beszélhetnek egymadssal, tehat kisérletek egész soro-
zatat végezhetik ugy, hogy példaul Aliz egy adott mérést végez a ndla levd spinen, ennek ered-
ményét kozli Béldval, aki az eredménytdl fliggden alakitja tovabbi méréseit. Tetszdleges szamu
mérést és lizenetvaltast végezhetnek, de fizikai rendszereket nem juttathatnak el egymdshoz,
csak klasszikus informdciét. Az ilyen protokollokat LOCC miiveleteknek (Local Operations
and Classical Communication) nevezziik. Belathatd, hogy egy kétrészii rendszer tiszta dllapota
esetén az Osszefonddottsdg entropidja LOCC miiveletekkel nem novelhetd. Az dsszefonddott-
sag tehdt sokkal er6sebb tulajdonsag, mint a klasszikus korreldcié a két rendszer mért adatai
kozott, hiszen ez utébbi LOCC miiveletekkel korlatlanul novelhets. Az 6sszefonddottsag tehat
egyfajta er6forrds, amelybdl egy adott kvantuméllapotban valamennyi rendelkezésre allhat, de
mennyisége csak a két részrendszer kolcsonhatasaval novekedhet.

Osszefoglalva az eddigieket, az 6sszefonddottsag kvantitativ jellemzése egy kétrészii rend-
szer tiszta dllapota esetén mindig lehetséges az 0sszefonddottsagi entropia segitségével. Ennek
6 tulajdonsagai: szepardlhat6 édllapotokra nulla, maximadlisan 6sszefonddott dllapotokra maxi-
malis, lokalis unitér transzformacidkra invarians, és LOCC miiveletekkel nem novelhetd.

Egy kétrészii rendszer kevert dllapota esetén az 6sszefonddottsdg olyan mennyiségi jellem-
zése, amely a fenti tulajdonsdgokkal rendelkezik, joval bonyolultabb, és nem egyértelmi: a
kiilonb6z6 alkalmazasokhoz kiilonb6z6, nem ekvivalens mennyiségek felelnek meg. Azokat a
mennyiségeket, amelyek rendelkeznek az el6z6 bekezdésben felsorolt tulajdonsagokkal, dltala-
ban 0sszefonddottsdgi monotonoknak, azokat pedig, amelyek mindemellett a tiszta kvantum-
allapotokra az 6sszefonddottsdgi entrépidval azonos értékeket vesznek fol, osszefonddottsagi
mértékeknek nevezziik. (Az irodalom itt még nem egységes sem az elnevezések, sem a de-
finiciok kapcsdn.) Ezek tipusairdl rovid Osszefoglalas taldlhatd a [17] cikkben. Mint azt a
kovetkezd szakaszban latni fogjuk, a probléma azzal is Osszefiigg, hogy sokrészili rendszerek
esetén az Osszefonddottsdg nem irhatd le pusztin az egyes parok 6sszefonddottsdgaval. A sok-
részi osszefonddottsdg mennyiségi jellemzése tehat szintén nemtrividlis probléma, még tiszta
allapotok esetén sem.

Az Osszefonddottsagi mértékek nagy része nehezen vagy egyaltalan nem szamithaté ki.
Ezért kiilonosen értékesek azon monotonok, amelyek legalabb bizonyos fizikai rendszerek ese-
tén konnyen kiszamithatéak, zart alakban kifejezhetéek. A legtobb ilyen mennyiség kétélla-
potu kvantumrendszerekre ismert, ezekkel kapcsolatos a 3. szakasz. (Megemlitjiik, hogy a fény
laboratériumokban leggyakrabban eléallitott, a kvantumkommunikdaciés kisérletekben fontos
un. Gauss-tipusu édllapotaira is kidolgozott az dsszefonddottsag elmélete [18, 19].) Az Ossze-
fonddottsagi mértékek és monotonok nem egyszerd, egyetlen hermitikus operatorral leirhaté
mérhetd mennyiségek. Ezért fontosak a méar emlitett 6sszefonddottsagi tantimennyiségek, ame-
lyek konnyen mérhetdek, értékiik jelzi az 0sszefonddottsdg meglétét, de nem jellemzi annak
mértékét. Ezekkel foglalkozik a 4. szakasz.

3. Parosszefonédottsag sok kvantumbit rendszerében

A tovébbiakban olyan rendszerekkel foglalkozunk, amelyek N > 2 darab kvantumbitbdl 4llnak.
A kvantumbit fizikailag lehet barmely kétallapotd kvantumrendszer, pl. spin, polarizacid, stb..
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A k-adik kvantumbit 77 dllapotterén egy adott bazist hasznalunk, ennek elemei |0);,[1)x, a
ol Pauli-operator sajatvektorai +1 illetve —1 sajatértékkel. A teljes rendszer 2V dimenziés
allapotterén az un. szamitasi bazist

|i1i2...i]v>:|i>1®|i>2®...®’i>1\/, ir=0,1 9

hasznéljuk alapértelmezettként. A f6 kérdés pedig: miként jellemezhetd egy ilyen rendszer |¥)
tiszta allapotdnak 6sszefonddottsiga.

Ez a probléma a kovetkezOképpen fiigg Ossze egy két kvatumbitbdl 4ll6 rendszer kevert
allapotdnak Osszefonddottsagdval. Tegyiik fel, hogy a két kvantumbit (1 és 2) egyiittes dllapota

7 7z

valamely p(1?) siirtiségoperatorral irhat6 le. Ennek egy lehetséges, (1) szerinti elallitdsa

\4

P! =Y pi W) (Wl (10)
i=1

Gondoljunk most el tovabbi kvantumbiteket, igy, hogy a 3,..., N hozzdadott kvantumbitekbdl
all6 részrendszer dllapottere legaldbb v dimenzids legyen. Legyenek |E;), k=1...V ortogonélis
allapotok ezen az allapottéren. Ekkor a teljes rendszer

®) = Y V) © &) an
k=1

kvantumaéllapotat a p(lz) allapot tisztitdsdnak nevezzik, ugyanis
Spaa,.w ) (¥ =p!1?. (12)

Tehét ha a teljes rendszer a |\P) tiszta dllapotban van, és a 3,...,N kvantumbiteket elhagyjuk,
az els6 két kvantumbit a p(lz) allapotban lesz. Altaldban a p(lz) allapot |W) tisztitasardl be-
sz€liink, ha (12) teljesiil. Természetesen a tisztitds, hasonldan az (1) alakud eldéllitdshoz, nem
egyértelm{. Ha egy tetszdleges két kvantumbites p(lz) allapot Osszefonddottsagét elemezziik,
minden esetben gondolhatunk erre az dllapotra igy, mintha az egy sok kvantumbitbdl 4ll6, tiszta
allapotu rendszer két kvantumbites részrendszere lenne. Forditva pedig: egy sok kvantumbit-
bdl all6 rendszerben is érdekes probléma lehet a kétrészli részrendszerek Osszefonddottsaga,

hasonldan pl. a statisztikus fizikabdl ismert parkorrelaciokhoz.

3.1. Két kvantumbit 6sszefonédottsaga

Két kvantumbit 6sszefonddottsagat jol jellemzi példaul az eldallitasi 6sszefonddottsag (entang-
lement of formation), amelyet a kovetkez6képp definidlunk:

Er(p"?)= mi E(|¥)), 13
F(p" ) {p?‘gl)}zk"pk (|¥x)) (13)

ahol a minimum a p?) 4llapot sszes lehetséges (1) alaki elSdllitdsara van értelmezve. Az
eldallitasi osszefonddottsag az (1) alaku elallitasok atlagos Osszefonddottsdganak minimuma.
Szemléletesen a kovetkezOképp értelmezhetjiilk. Gondoljunk a p(lz) allapot (11) szerinti
tisztitdsara. Ha a 3,..., N kvantumbitekbdl all6 részrendszeren egy olyan mennyiséget mériink,
amelynek a |&;) dllapotok nemdegenerdlt sajatvektorai, az els6 két kvantumbit p; valdszind-
séggel a |¥y) dllapotba keriil. Béarmilyen tisztitdson is végezziik mérésiinket, a kapott tiszta
allapotok Osszefonddottsdgdnak a mérés kimeneteleire vonatkoztatott dtlagértéke legaldbb

Er(p'?).
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Az elbéllitasi 6sszefonddottsdg Osszefonddottsdgi mérték. Noha szemléletes értelmezése
kotédik az allapot tisztitdsahoz, valdéjaban kizardlag a két kiszemelt kvantumbit p(lz) allapotat
jellemzi. Az eldallitasi 6sszefonddottsag nem csak kvantumbitekre értelmezett, de kvantum-
bitek esetén, mint latni fogjuk, zart alakban megadhat6. Miel6tt ennek targyaldsara ratériink,
megemlitjiik, hogy értelmezhetd a

Ex(p"?) = max Y piE(|¥y) (14)
{Pe W)} %

asszisztalt osszefonddottsdg (entanglement of assistance) [20] is. Ez nem 0sszefonddottsagi
mérték: mint a kovetkez6 szakaszban latni fogjuk, szepardlhatd dllapotokra is felvehet nem
nulla értéket. Ennek ellenére osszefonddottsagot illetden igen informativ mennyiség. Szemlé-
letes jelentése hasonld az eldéllitasi 6sszefonddottsdgéhoz: képzeljiik el, hogy az 1. kvantum-
bit Alizndl, a 2. Bélanal van, mig a p(lz) allapot (11) szerinti tisztitdsaban szerepld 3,...,N
kvantumbiteket Cecil kezeli, aki segiteni akar Aliznak és Béldnak, hogy minél tobb 6sszefo-
nodottsag alljon rendelkezésiikre. Ennek érdekében a néla levd részrendszeren mérést végez.
Az asszisztalt 6sszefonddottsdg megadja az igy elérhetd Osszefonddottsag mérésekre vett atla-
gdnak maximumdt. Erdemes megjegyezni, hogy az asszisztalt osszefonddottsdg is csak a p(lz)
allapottol fiigg.

Ugyanezen szemlélettel az el6allitasi Osszefonddottsdg a kovetkezOképpen értelmezhetd:
Cecil rosszindulatd, és olyan mérést végez a néla 1év0 részrendszeren, hogy a mérés utdn Aliz
¢és Béla a lehet6 legkevésbé osszefonddott dllapottal rendelkezzék. Az igy elérhetd Osszefond-
dottsdg mérésekre vett atlagdnak minimuma az el6allitasi 6sszefonddottsdg, ami ilymdédon azt
a parosszefonddottsagot jellemzi, amely Cecil rosszindulata ellenére is sziikkségképpen megma-
rad. Az elddllitasi 6sszefonddottsdg a két részrendszer mindenképp jelenlévd 6sszefonddottsa-
gat jellemzi. Az asszisztalt 6sszefonddottsag ennek bizonyos tekintetben komplementere.

Ezutan megadjuk az el6allitasi 6sszefonddottsdg kiszamitdsara azt az eljarast, amelynek
megtaldldsa Wootters nevéhez flizédik [21, 22]. Tekintsiik a p(!2) két kvantumbites stirliség-
operator p matrixat a szamitasi bazison megadva. Definidljuk a Wootters-hulldm miiveletet:

p= (G(y) @G(y)> p* (G(y) ®G(y)> 7 (15)

ahol a x a slirliségoperator (9) szorzatbazison valé komplex konjugéltjat jelenti, a (15) definici6
tehat nem bazisfiiggetlen. Ezek utdn kiszamitjuk a pp maétrix sajatértékeinek négyzetgyokeit,
melyeket A4y,...,A4-gyel jeloliink, csokkend sorrendben. Ezek pozitiv valés szamok, ugyanis
megegyeznek a //pp+/p hermitikus matrix sajatértékeivel €s a bazistdl fliggetleniil csak ma-
gdra a stirliségoperatorra jellemzdek. Bevezetjiik a konkurencia (concurrence) nevii mennyisé-
get:

C(p"?)) = max(0,A; — Ay — A3 — Ag). (16)

Az elddllitasi 6sszefonddottsdg ezzel kifejezhetd:

EF:H(1+1\/1—C2>, (17)

2 2
ahol H(x) = —xlog,x — (1 —x)log,(1 —x) a binaris entropiafiiggvény. Az eldallitasi osszefo-
nédottsdg két kvantumbitre tehat zart alakban megadhat6.

Mivel az eldallitasi 0sszefonddottsdg a konkurencia szigortian monoton nové fiiggvénye, a
konkurencia maga is 0sszefonddottsdgi monoton: j6l jellemzi a kétrészli rendszer kevert élla-
potaban sziikségképpen jelenlévd parosszefonddottsdgot. A (16) képletnek koszonhetd konnyd
kiszdmithat6sdga a leggyakrabban hasznélt 6sszefonddottsdgi monotonna teszi.

100



Ill. Kvantumoptika és kvantuminformatika

Erdemes visszatérni az asszisztalt osszefonddottsag kérdéséhez is. Definidljuk az asszisztalt
konkurenciat (concurrence of assistance) [23] olymédon, hogy a (14) képletben az 6sszefond-
dottsdg entropidjat a konkurenciara cseréljiik ki:

Ca(p"1?) = max Y piC(|%e) (i) (18)
{Pe|¥i)} %

Ezen mennyiség az asszisztalt dsszefonddottsaghoz hasonl6 fizikai jelentéssel bir, leszamitva,
hogy a Cecil mérései utin keletkezd 0sszefonddottsagot konkurencidban mérjiikk. Erdekes mo-
don ez a mennyiség zart alakban megadhaté [23]:

Ca(p!"?) =Spy/ VPPV =Y A (19)

Az asszisztalt konkurencia szintén a két kvantumbit allapotat jellemzi, de nem 6sszefonddott-
sdgi monoton. A kornyezet idedlis manipuldldsdval elérhet6 maximadlis dtlagos pardsszefond-
dottsdgot adja meg konkurencidban mérve. A (19) képlet alapjan ez is igen konnyen kiszdmit-
hat6é mennyiség, amely szintén haszonnal alkalmazhat6 bizonyos problémédkban

(1d. [24]).

3.2. Parosszefonodottsag sok kvantumbit rendszerében

Térjiink vissza ahhoz a kérdéshez, hogy mit mondhatunk egy N kvantumbitbdl all6, tiszta dlla-
potu rendszer esetén két kivalasztott kvantumbit 6sszefonddottsdgarol. A probléma természetét
Ol érzékelteti a kovetkezd példa.

Tekintsiink harom kvantumbitet az ugynevezett Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ) -alla-

potban [25]:
1
(WYoHz) 123 = 7 (]000) +[111)). (20)

Az els6 két kvantumbit allapotét a (4) alapjan a

(12) _

(100){00[ + [11)(11]) 1)

| =

p

stiriségoperator irja le, amelyre a (16) szerint C(p(lz)) = 0 addédik. A (21) éllapot lathato-
lag szeparalhatd, tehdt az elsd két kvantumbit nincs 0sszefonddva egymdssal. Az eldéllitasi
osszefonddottsdg szemszogébdl nézve: ha a harmadik kvantumbiten a |0),|1) bdzison vég-
ziink mérést, akkor az els§ két kvantumbit a |00) vagy az |11) szorzatéllapotba keriil azonos
valészintiséggel, vagyis ezzel a méréssel az elsd két kvantumbit dsszefonddottsaga teljesen el-
tiintethetd. Ez barmely mdésik két kvantumbitre igaz az éllapot szimmetridja alapjan. A (20)
GHZ-allapotban tehdt barmely kvantumbit-par 4llapota szeparalhato.

Ennek ellenére a teljes rendszer mégis dsszefonddott dllapotban van! A (20) dllapot nem
szepardlhat6. Ez tobbek kozt abbdl is latszik, hogy ha csak egy kivdlasztott kvantumbitet te-
kintiink, az a (6) szerinti teljesen kevert allapotban van. Tehat a kivalasztott kvantumbit tel-
jesen Osszefonddott a masik két kvantumbit egyiittesébdl all6 részrendszerrel. Ha azonban az
egyes kvantumbiteket tekintjiik részrendszernek, akkor l4thatd, hogy a (20) GHZ -dllapotban
nincs paronkénti 6sszefonddottsdg, hanem egyfajta tobbrészli osszefonddottsag van jelen. En-
nek szdmszer( jellemzése még nem teljesen megoldott.

A (20) GHZ-allapotnak egy tovabbi érdekes sajatossdga, hogy barmely kvantumbit-parra
az asszisztalt konkurencia, a (19) és (21) alapjan, az 1 értéket veszi f6l. A kimaradé harmadik
kvantumbiten végzett megfelel6 méréssel a kvantumbit-par maximadlisan Osszefonddott dlla-
potba hozhat6. Valéban: ha a széban forgé mérés sajatvektorai %(\m + 1)), akkor azonos

101



Ill. Kvantumoptika és kvantuminformatika

L s 2 L
valészintiséggel a ﬁ(

00) £ |11)) maximalisan 6sszefonddott dllapotokat kapjuk. A rendszer-

ben jelenlévd tobbrészi 0sszefonddottsag ezesetben teljes egészében kétrészlivé alakithatd.

Joggal meriilhet {6l az a kérdés is, hogy lehetséges-e olyan allapot, amelyben minden kvan-
tumbit-par maximadlisan Osszefonddott. Ez lehetové tenné példdul a tokéletes kvantumtelepor-
taciot barmely két kivalasztott kvantumbit kozott. Konnyen belathatd, hogy ilyen allapot nem
lehetséges. Két kvantumbit maximélisan 0sszefonddott dllapota sziikségképpen tiszta dllapot,
ilymédon ez a két kvantumbit mar semmi mdssal nem lehet 6sszefonédva. A klasszikus kor-
reldciokkal szemben az 6sszefonddottsdg ,,monogdm’: két részrendszer parosszefonddottsdga
korldtozza a tobbi részrendszerrel val6 dsszefonddottsagot.

Ennek szamszer( jellemzéséhez el6szor bevezetjiik a rangle mennyiséget tiszta allapotu tel-

jes rendszer egy p éllapoti kvantumbitére:

T =4detp =2(1—Spp?). (22)

7

A definicié mésodik alakjabol latszik, hogy a tangle az egy kvantumbites siirliségoperator tn.
linedris entropidja, amely a p dllapot kevertségének egyfajta jellemzdje. A tangle jelentése
dott 6ssze a vizsgalt kvantumbit a tiszta dllapotban 1év teljes rendszer tobbi részével. (Ha a
teljes rendszer allapota kevert, a (22) definici6 helyett az elddllitasi 6sszefonddottsdgéhoz ha-
sonl6 konstrukcidt kell alkalmazni a tangle bevezetésére. Specidlisan két kvantumbit esetén az
egyikre vonatkoz6, megfelelGen bevezetett tangle egyenld konkurencia négyzetével.) A tangle
szemléletes jelentése a kovetkezd. Képzeljiik el a p kvantumbit dllapot egy olyan (11) tiszti-
tasat, amely egyetlen kvantumbit hozzdadasaval valosul meg! Ilyen mindig létezik. A tangle
nem mads, mint a kvantumbit 6sszefonddottsdga a tisztitds megvaldsitdsahoz hozzaadott fiktiv
kvantumbittel, a konkurencia négyzetében mérve. Specidlisan, két kvantumbit tiszta allapota
esetén az egyikre vonatkozo tangle egyenld a konkurencia négyzetével.

Tekintsiink most sok kvantumbitet valamilyen tiszta allapotban, és vizsgaljuk a kvantum-
bitek paronkénti sszefonddottsdgat konkurencidban mérve! Ilyenkor teljesiilnek a Coffmann-
Kundu-Wootters -egyenl6tlenségek [26]:

7> Y Ch. (23)
ki

Ez az egyenlGtlenség évekig csak néhédny specidlis esetben volt bizonyitott, és sejtésként alkal-
maztdk. Nemrégiben azonban dltaldnos bizonyitdst nyert [27]. Akkor is alkalmazhatd, ha a
teljes rendszer kevert dllapotd, de ekkor a tangle megfelel6 definiciéjat kell alkalmazni. Az i-
edik kvantumbit 6sszefonddottsdga a rendszer tobbi részével tangle-ban mérve limitalja a kvan-
tumbit konkurencidban mért 6sszefonddottsdgét a tobbi kvantumbittel. Ennek alapjan az el6re
meghatdrozott parosszefonddottsdgokkal rendelkezd kvantumadllapotok nem feltétleniil 1étez-
nek. Megtaldlasukkal kapcsolatban azonban szdmos eredmény sziiletett [28, 29].

Végiil térjiink ra az asszisztalt 0sszefonddottsag és a pardsszefonddottsdg kapcsolatira! Be-
lathato [30], hogy az asszisztélt konkurenciara

Cu.ik < VT, (24)

vagyis a mérésekkel elérhetd pardsszefonddottsag sem lehet nagyobb, mint amennyire egy adott
kvantumbit a rendszer egészével Osszefonddott. (Ez az 4allitds a linedris entrépia helyett a
Neumann-entrépia haszndlatdval is megfogalmazhatd, ezesetben az asszisztalt 6sszefonddott-
sag entropikus kiiszobét kapjuk meg [20].) S6t, sok tiszta dllapotra beldthatd, hogy ha minden
kvantumbit-pérra Cy.;x = Cjx, akkor a (23) egyenl6tlenségek egyenlGségként teljesiilnek. Te-
hat, ha eleve sok pardsszefonddottsdg van a rendszerben, a mérésekkel sem kaphat6 tobb. Ha a
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1. abra. A szepardlhaté (Sz) és osszefonodott (O) dllapotok halmazdnak sematikus dbrdzoldsa

(24) egyenldtlenségek teljesiilnek egyenldségként és a pardsszefonddottsag kicsi, akkor a rend-
szerben a sokrészl osszefonddottsdg domindl. Az asszisztdlt konkurencia tehat valgjaban a
sokrészii 0sszefonddottsagot jellemzi.

Sok kvantumbit rendszerében érdekes kérdés, hogy mekkora pardsszefonddottsdgot nyerhe-
tilnk, ha az 6sszefonddottsdg kétrésziivé alakitdsakor az egyes kvantumbiteken lokdlisan vég-
zett mérésekre szoritkozunk. Ez elvezet a lokalizalhat6 6sszefonddottsag (localizable entangle-
ment) [31] bevezetéséhez, amelynek kvantuminformatikdban, de tjabban a fizika mas teriiletein
is fontos szerep jut. Ennek részletes targyaldsa meghaladni a jelen tanulmény kereteit.

4. Osszefonodottsag detektalasa tantoperatorokkal

7z

Amint azt mar emlitettiik, az el6allitasi osszefonddottsdg csak kis rendszerekre szdmithatd ki
kozvetleniil a stiriségoperator ismeretében. Nagyobb rendszerekre ilyen Osszefiiggés nem 4all
rendelkezésiinkre. Rdaddsul az 6sszefonddottsag kisérleti detektdldsat neheziti, hogy egy tipi-
kus kisérletben a stiriségoperdtor nem ismert, ehhez ugyanis nagyon sok mérésre lenne sziikség.

Ez teszi sziikségessé olyan elégséges feltételek megalkotdsit, amelyek ha teljesiilnek, ak-
kor tudjuk, hogy az allapot 6sszefonddott, ha viszont nem teljesiilnek, akkor dsszefonddottsdg
szempontjabodl a rendszerrdl nem 4ll rendelkezésiinkre informacié. Ezek a kritériumok tipiku-
san csupan néhany operator mérését igénylik.

A legegyszeriibb ilyen kritérium-tipus a tandoperatoron (entanglement witness) alapul6 e-
1égséges feltétel Osszefonddottsagra. A tanuioperator olyan hermitikus operator, amelynek var-
hat6 értéke pozitiv minden szeparalhat6 allapotra, mig némely 6sszefonddott allapotra varhaté
értéke negativ. A tandoperdtorok varhaté értéke a stirliségoperator métrixelemeinek linedris
fliggvénye. Az, hogy ilyen egyszer( elégséges feltételt lehet alkotni, a szepardlhat6 allapotok
halmazéinak kiilonleges tulajdonsagaibol kovetkezik. Mint mar emlitettiik, a kvantuméllapotok
halmaza konvex, ldsd a (3) egyenletet. Ezt a halmazt az 1. 4bran egy konvex sikidom érzékelteti.
Az (1) egyenlet alapjan a tiszta dllapotok a halmaz hatardn vannak, ezek ugyanis nem éllnak el6
mas tiszta dllapotok konvex kombindcidjaként. Az dbrdan az A, B és C ilyen tiszta dllapotokat
jelképez. A szepardlhat6 dllapotok halmaza a definicié kovetkeztében szintén konvex, ahogy az
abran is lathatd. Az el6bb emlitett pontok koziil A és B szepardlhatd, mig C 6sszefonddott. Az
A és B édllapot keverésével 1étrejovo szepardlhaté dllapotoknak megfeleld pontok az A-t a B-vel
0sszekotd szakaszon helyezkednek el.

Az 1. 4bran a Wi-gyel és W;-vel jelolt szaggatott vonalak tantioperatoron alapuld Gssze-
fonddottsag-kritériumokat jelképeznek. A tantoperator az egyenes bal oldaldn levd pontoknak
megfelel6 allapotokat detektdlja mint 0sszefonddottakat. Lathatd, hogy egy tandoperator csu-
pan az Osszefonddott allapotok egy részét detektdlja. Az is lathatd, hogy ha a szepardlhat6
allapotok halmaza nem volna konvex, nem lehetne egy linedris kritériummal 0sszefonddottsa-
got detektalni.
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Hogyan lehet tantoperatorokat konstrudlni? Ehhez olyan operatorokra van sziikség, ame-
lyek varhat6 értékének maximuma kisebb szepardlhaté allapotokra, mint kvantumallapotokra
altalaban. Tekintsiik példaul az

operdtort. Az (M) vérhaté érték maximélis értéke éltaldnos kvantumadllapotokra 2. A p; ® p2
alaku szorzatéllapotokra a maximum a kdvetkezOképpen hatdrozhaté meg:

(M) = (c™)1(6W), + () (6),. (26)

(... 0 /2 az elso, illetve a masodik részrendszerre szamitott varhat6 értéket jeloli. Tudva, hogy

(6 N+ (e + (o) < 1 27)

k = 1,2 esetén, a Cauchy-Schwarz-egyenlGtlenség segitségével azt kapjuk, hogy szorzatallapo-
tokra (M) maximuma 1. Kénnyen beldthat6, hogy ha szorzatéllapotokra a maximum 1, akkor
a szorzatallapotok (3) szerinti keverésébdl el6allo szepardlhato dllapotokra a maximum szintén
1. Ezek alapjan a kovetkezd tanuoperdtor konstrudlhato:

Wi=14—oc¥ec¥-c@gcW, (28)

ahol 1,, m x m-es egységmitrixot jelol. (W) a minimumdt, -1-et, a [¥) = (|00) +|11))/+/2
allapotra veszi fel. Ezért azt mondhatjuk, hogy W 6sszefonddottsdgot detektdl a |¥) allapot
kozelében.

Tantoperatorok hasonlé médon készithetdek tobbkvantumbites rendszerekre. Példaul, a
kovetkezd tantoperator 6sszefonddottsdgot detektdl a mar emlitett GHZ-allapot kozelében [32]:

W= Ig— G(x) ® G(x) ® G(X) _ G(Z) ® G(Z) ® 1,. 29)

Végezetill még megemlitiink egy masik érdekes mddszert 6sszefonddottsdg detektdldsara.
Az 1. abrédn a tanuoperdtorokat szaggatott egyenes vonalak jelképezték. Felmeriil a kérdés,
nem lehetne-e hatékonyabban 6sszefonddottsdgot detektdlni nemlinedris kritériumokkal. Ezek
a slrliségoperator métrixelemeinek nemlinedris fliggvényén alapulnak. Azt varhatjuk, hogy
ezek jobban rasimulhatnak a szepardlhatd dllapotok halmazdnak hatdrdra, mint egy egyenes.
Ilyen kritériumokat valéban el6 lehet allitani [33].

Ezt a munkat az Eurépai Uni6 a CONQUEST halézat, és az OTKA a T049234, T043287
és T034484 projektek keretében tdmogatta. T.G.-t az Eurdpai Unié Marie Curie 0sztondija
tdmogatta (MEIF-CT-2003-500183, MERG-CT-2005-029146).
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